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复变函数在不同圆环域内洛朗展开的探究
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摘 要: 针对解析函数在同圆心的不同圆环域内洛朗级数，给出了这些洛朗级数的系数之差与函数在两个圆环之间的

极点的关系。特别地，由有理函数在某一圆环内的洛朗展开可以直接得到它在同圆心的任一圆环域内的洛朗级数。
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0 引言

复变函数论以微积分为基础，以解析函数为主要研究对象，研究复数域上的函数理论和性质。复变函

数在孤立奇点处可以展开为洛朗级数，该级数是揭示解析函数在孤立奇点处性质的重要手段，是连接柯西

积分公式理论与留数定理应用的重要桥梁。复变函数的孤立奇点分为可去奇点、极点和本性奇点，其中前

两种是最重要的类型，不仅判别方法丰富，在这些奇点处的留数也广泛应用于计算复积分以及某些类型的

实积分和广义积分［1－2］，本文主要对它们的洛朗级数展开研究。
复变函数在圆环域内如何进行洛朗展开在不同教材中均有详细介绍，主要采用将函数间接展开的方

法［3－5］。除此之外，文献［6］针对极点求导计算洛朗级数的系数，文献［7］采用如逐项求导、逐项积分等技

巧求出了一些复杂函数的洛朗级数。文献［8］给出了调和函数的广义洛朗级数的存在性及性质，文献［9］
基于 Muskhelishvili 框架提出了改进的洛朗级数来增强弹性矩阵的复势。这些工作偏重的是复变函数在

单个圆环域内的洛朗展开，没有把同圆心的不同圆环域内的洛朗级数放在一起考虑，而同一复变函数在相

同圆心的不同圆环域内的洛朗展开其形式上往往有着一定的关联，本文首次对这一现象进行描述并揭示

其背后的原因，得到了一些理论上的结果。

1 一般的解析函数情形

本文假定复变函数 f( z) 在所讨论的圆环域内解析，这是函数能够展开为复级数的充要条件。在以 z0
为圆心的圆环域内，f( z) 可以展成为洛朗级数，即洛朗定理。

定理 1［10］ 设 f( z) 在圆环域 r＜ z－z0 ＜Ｒ 内解析，其中 0≤r＜Ｒ≤+∞，则 f( z) 有如下的洛朗展开式

f( z) =∑
n
an ( z － z0 )

n，0≤ r ＜ z － z0 ＜ Ｒ，

这里 an = 1
2πi∮K

f( z)
( z － z0 )

n+1dz，K 是圆环域 r＜ z－z0 ＜Ｒ 内包含着 z0 的闭路。

现在考虑 f( z) 在同圆心的不同圆环域内的洛朗展开系数的关系，即有如下结论成立。
定理 2 设 f( z) 在两个不同的圆环域内有洛朗展开

f( z) =∑
n
an ( z － z0 )

n， 0≤ r1 ＜ z － z0 ＜ Ｒ1，

f( z) =∑
n
bn ( z － z0 )

n， r2 ＜ z － z0 ＜ Ｒ2 ≤+ ∞，
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其中，0≤r1＜Ｒ1≤r2＜Ｒ2≤+∞。如果 f( z) 在 Ｒ1≤ z－z0 ≤r2 内没有本性奇点，则 cn = bn－an 作为整数 n∈Z
的函数，是有限多个形如 nα ( λ－z0 )

－n函数的线性组合，其中 λ 是 f( z) 在 Ｒ1≤ z－z0 ≤r2 内的极点，α 是小

于 λ 的阶的非负整数。
证明: 设 λ≠z0 是 f( z) 在 Ｒ1≤ z－z0 ≤r2 内奇点，Cλ 是只包含 λ 这一个奇点的闭路。
( Ⅰ) λ 是可去奇点，则

1
2πi∮Cλ

f( z)
( z － z0 )

n+1dz = Ｒes
f( z)

( z － z0 )
n+1，λ[ ] = 0。

( Ⅱ) λ 是 m 阶 极 点。令 g ( z ) = ( z－λ) mf ( z ) ，那 么 λ 是 g ( z ) 的 可 去 奇 点。通 过 补 充 定 义
g( λ) = lim

z→λ
( z－λ) mf( z) ，可使 g( z) 在 λ 处解析。于是

1
2πi∮Cλ

f( z)
( z － z0 )

n+1dz = Ｒes
f( z)

( z － z0 )
n+1，λ[ ] =

1
( m － 1) !

g( z)
( z － z0 )

n+1[ ]
( m－1)

z = λ

= 1
( m － 1) ! ∑

m－1

k = 0
( － 1) k ( n + 1) …( n + k)

( λ － z0 )
n+1+k g ( m－1－k) ( λ ) 。

设 K1，K2 分别是圆环域 r1＜ z－z0 ＜Ｒ1 和 r2＜ z－z0 ＜Ｒ2 内包含着 z0 的闭路，由复合闭路定理以及洛朗定理

cn = bn － an = 1
2πi∮K2+K －1

f( z)
( z － z0 )

n+1dz =

∑
λ

1
2πi∮Cλ

f( z)
( z － z0 )

n+1dz =∑
λ

1
( m － 1) ! ∑

m－1

k = 0
( － 1) k ( n + 1) …( n + k)

( λ － z0 )
n+1+k g ( m－1－k) ( λ ) ，

其中，λ 取遍 f( z) 在 Ｒ1≤ z－z0 ≤r2 内的所有极点。因此 cn 是形如 nα ( λ－z0 )
－n函数的线性组合，α 是小

于 λ 的阶的非负整数。
由定理 2，只要找到 f( z) 在 Ｒ1≤ z－z0 ≤r2 内的所有极点 λ，那么 f( z) 在两个圆环域 r1＜ z－z0 ＜Ｒ1 和

r2＜ z－z0 ＜Ｒ2 内洛朗级数的系数之差 cn 就是形如 nα ( λ－z0 )
－n的线性组合，组合系数主要取决于 g( z) =

( z－λ) mf( z) 的各阶导数在极点 λ 处的值，与具体的极点有关。
注 1 事实上，形如 nα ( λ－z0 )

－n的线性组合形成的数列{ cn} 是所谓线性递推数列，即存在常数 s0，…，

sk－1∈ℂ ，s0≠0，使得

cn+k = s0cn+s1cn+1+…+sk－1cn+k－1。
对于定理 2 的情形，它的特征多项式就是

p( T) = Tk － sk－1T
k－1 － … － s1T － s0 =∏

λ
( T － 1

λ － z0
)

mλ

，

其中，mλ 是 λ 的阶，λ 取遍 f( z) 在 Ｒ1≤ z－z0 ≤r2 内的所有极点。

2 有理函数情形

对于有理函数 f( z) =
p( z)
q( z) 而言，除了 q( z) 的零点外均是解析的，即有理函数 f( z) 在整个复平面上的

奇点只可能是可去奇点或极点，它在圆环域内的洛朗展开通常需要结合有理函数能够分解为部分分式之

和［11－12］来给出。
引理 1 有理函数 f( z) 在圆环域 r＜ z－z0 ＜Ｒ 内的洛朗展开一定形如

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

an ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

bn ( z － z0 )
n，r ＜ z － z0 ＜ Ｒ。

这里

( Ⅰ) n0 是任意一个固定的整数;

( Ⅱ) P( z) 是一个只有有限项的双边幂级数;

( Ⅲ) 作为 n∈Z 的函数，an 是形如 nαλ－n函数的线性组合，其中 λ 是 f( z) 在 z－z0 ≥Ｒ 上的极点，α 是

小于 λ 的阶的非负整数;

( Ⅳ) 作为 n∈Z 的函数，bn 是形如 nαλ－n函数的线性组合，其中 λ 是 f( z) 在 z－z0 ≤r 上的极点，α 是

小于 λ 的阶的非负整数。
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证明: 不妨设 z0 = 0。由有理函数的分解知，f( z) 可以表为一多项式和若干形如
1

( z－λ) m的函数的线性

组合，其中 λ 取遍 f( z) 在复平面上的极点。而多项式是关于 z 的有限项正幂次级数，因此只需看
1

( z－λ) m

的洛朗级数展开。

( Ⅰ) λ= 0。此时
1
zm

已经是 r＜ z ＜Ｒ 内的洛朗展开，显然满足命题中要求的形式。

( Ⅱ) λ≠0。此时
1

( z－λ) m
= ( －1) m

( m－1) !
1
λ－z( )

( m－1)

。

( a) 当 λ ≤ r 时，
1

λ － z
= －∑

－∞

n = －1
λ －n－1zn，于是

1
( z － λ ) m

= ( － 1) m+1

( m － 1) ! ∑
－∞

n = －1
λ －n－1zn( ) ( m－1) = ( － 1) m+1

( m － 1) ! ∑
－∞

n = －m
λ －n－m( n + m － 1) …( n + 2) ( n + 1) zn。

( b) 当 λ ≥ Ｒ 时，
1

λ － z
=∑

∞

n = 0
λ －n－1zn，于是

1
( z － λ ) m

= ( － 1) m

( m － 1) ! ∑
∞

n = 0
λ －n－1zn( ) ( m－1) = ( － 1) m

( m － 1) ! ∑
∞

n = 0
λ －n－m( n + m － 1) …( n + 2) ( n + 1) zn。

故 f( z) 在 r＜ z ＜Ｒ 内的洛朗级数可以写为命题中要求的形式。
值得注意的是引理中的 n0 是任意的，不同的 n0 会影响引理中 P( z) 的形式，但是不会影响 an 和 bn 的

表达式。
现在可以从定理 2 和引理 1 得到如下结论，即从有理函数的任一圆环域内的洛朗展开可以直接得到

它在同圆心的每一个圆环域内的洛朗展开。
定理 3 设 f( z) 是一个有理函数，且有引理 1 所述的洛朗展开

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

an ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

bn ( z － z0 )
n，r ＜ z － z0 ＜ Ｒ。

( Ⅰ) 如果 Ｒ'≤r，那么 f( z) 在其解析的圆环域 r'＜ z－z0 ＜Ｒ'内有洛朗展开

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

( an － bn + cn ) ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

cn ( z － z0 )
n，

这里 cn 是 bn 写成形如 nα ( λ－z0 )
－n函数的线性组合时，其中位于 z－z0 ≤r'内的 λ 对应的项。

( Ⅱ) 如果 r'≥Ｒ，那么 f( z) 在其解析的圆环域 r'＜ z－z0 ＜Ｒ'内有洛朗展开

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

cn ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

( bn － an + cn ) ( z － z0 )
n，

这里 cn 是 an 写成形如 nα ( λ－z0 )
－n函数的线性组合时，其中位于 z－z0 ≥Ｒ'内的 λ 对应的项。

证明: ( Ⅰ) 由定理 2 和题设可知 f( z) 在 r'＜ z－z0 ＜Ｒ'内的洛朗展开具有如下形式:

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

( an + dn ) ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

( bn + dn ) ( z － z0 )
n，

其中，dn 是形如 nα ( λ－z0 )
－n函数的线性组合。根据引理 1，bn 是形如 nα ( λ－z0 )

－n函数的线性组合，且 λ
是 f( z) 在 z－z0 ≤r 上的极点; bn+dn 是形如 nα ( λ－z0 )

－n函数的线性组合，且 λ 是 f( z) 在 z－z0 ≤r'上的极

点。因此 dn 是形如 nα ( λ－z0 )
－n函数的线性组合，其中 λ 是 f( z) 在 z－z0 ≤r 上的极点。同理，通过考虑

an 和 an+dn 的形式可知 dn 是形如 nα ( λ－z0 )
－n函数的线性组合，其中 λ 是 f( z) 在 z－z0 ≥Ｒ'上的极点。又

因为 bn+dn 不含 Ｒ'≤ z－z0 ≤r 中 λ 对应的 nα ( λ－z0 )
－n函数，因此 bn+dn 就是 bn 中位于 z－z0 ≤r'内的 λ

对应的项。
( Ⅱ) 同理可证。
由定理 3，只要将有理函数 f( z) 在某个圆环域如 r＜ z－z0 ＜Ｒ 按照引理 1 的形式进行洛朗展开，即

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

an ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

bn ( z － z0 )
n，那么 f( z) 在任一圆环域 r'＜ z－z0 ＜Ｒ'内的洛朗级数可直

接由上述洛朗级数得到。具体的做法是当 Ｒ'≤r 时，找到 f( z) 在 z－z0 ≤r'内的所有极点 λ，把 bn 中的那
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些形如nα ( λ－z0 )
－n的线性组合作为 cn，没有这样的极点时 cn = 0，则 f( z) 在圆环域 r'＜ z－z0 ＜Ｒ'内的洛朗

级数必为 f( z) = P( z) +∑
n≥n0

( an － bn + cn ) ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

cn ( z － z0 )
n。当 r'≥Ｒ 时，找到 f( z) 在 z－z0 ≥Ｒ'

内的所有极点 λ，把 an 中的那些形如 nα ( λ－z0 )
－n的线性组合作为 cn，没有这样的极点时 cn = 0，则 f( z) 在

圆环域 r'＜ z－z0 ＜Ｒ'内的洛朗级数必为

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

cn ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

( bn － an + cn ) ( z － z0 )
n。

特别地，当 r' = 0 或 Ｒ' = +∞时，可以得到如下推论。
推论 1 设 f( z) 是一个有理函数，且按照引理 1 所述的洛朗展开式是

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

an ( z － z0 )
n +∑

n ＜ n0

bn ( z － z0 )
n，r ＜ z － z0 ＜ Ｒ。

那么对足够小的正数 δ 和足够大的正数 X，必有洛朗展开

f( z) = P( z) +∑
n≥n0

( an － bn ) ( z － z0 )
n，0 ＜ z － z0 ＜ δ ;

f( z) = P( z) －∑
n ＜ n0

( an － bn ) ( z － z0 )
n， z － z0 ＞ X。

3 结语

本文揭示了解析函数在不同圆环域上洛朗展开系数的联系。更具体地说，解析函数在同圆心的不同

圆环域内洛朗级数系数与这两个圆环中间区域内的极点有密切关系。特别地，对于有理函数而言，可以从

某一圆环域中的洛朗展开，直接得到其在任意同心圆环域内的洛朗展开式。
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Ｒesearch on Laurent series of complex functions in different annulus

YUAN Zhijie，ZHANG Shenxing
( School of Mathematics，Hefei University of Technology，Hefei 230000，China)

Abstract: For the Laurent series of analytic functions in different circular domains with the same center，the rela-
tionship between the difference of the coefficients of these Laurent series and the poles of the function between the
two circular domains is given． In particular，the Laurent expansion of a rational function in a certain circular do-
main can be directly obtained from its Laurent series in any circular domain with the same center．
Key words: analytic function; Laurent series ; rational function
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